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TEMA: “POLINOMIOS”
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UNIDAD DE APRENDIZAJE
"ALGEBRA SUPERIOR”

UNIDAD DE COMPETENCIA'V:

1. Funcion polinomial
2. Grafica de un polinomio
3. Teoremas de polinomios.
4. Division sintética
5. Naturaleza de las raices
6. Raices racionales
7. Raices irracionales
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Objetivos de la Unidad de Aprendizaje. Analizar
elementos de la teoria de numeros y del analisis
matematico  utilizando  principios  del  céalculo
combinatorio, funciones, relaciones Yy estructuras
algebraicas para resolver problemas en ciencias de la
Ingenieria.

Objetivo de la Unidad de Competencia. Calcular las
raices de un polinomio, mediante diversos métodos, para
establecer una relacion entre la solucion algebraica y la
representacion geometrica.
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— JUSTIFICACION

« E| presente material sirve de apoyo a la Quinta Unidad de
= competencia “Polinomios” de la Unidad de Aprendizaje
= Algebra Superior que se imparte en el Primer periodo de
£ |a Licenciatura en Ingeniero en Computacion.

» Se expone el contenido tematico y se plantean algunos
;T- ejemplos lo que ayuda a abordar de forma mas sencilla
@ los ejercicios que se desarrollan posteriormente para
reafirmar los conocimientos.
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+ DEFINICION DE POLINOMIOS

~ Polinomios. La expresion 2x3+ 6x2+ 3 es un polinomio, vy si
~ escribimos P(x) = 2x3 + 6x2 + 3, tenemos una funcion
polinomial. La funcion polinomial es la expresion utilizada
para describir la funcion de un polinomio. Por lo general, los
polinomios se escriben en orden descendente respecto de

alguna variable.

= 5x +4x2- 6 = 4x2+ 5% —6
= XY - 6x2+ 8y2=-6x?+ xy + 8y?
AX3+ 6X2+ 2x +7

TE|TE|LEI-| 11 ©



- KIBO TE ENSENA -

_ DEFINICION DE POLINOMIOS: Ejemplo
— Numero de términos, el grado y el término principal de

— polinomios.

: Tipo de polinomio Ejemplos

,__,.' Monomio 4x*, 6x%y, 3, —2xyz’, 7

w  Binomio X+ 1, 2x* — y, 6x° — 5y

w Trinomio x4+ 6x — 8, x*y — 9x + ¥

[

E Numero de Grado del Término
L Polinomio términos polinomio principal
? a) 2rX —3x* +6x—9 4 5 (de 2x°) 2x
£ b) 82— 6xp + 3ay 3 7(de3xy’?) | 3xpd



* GRAFICA DE POLINOMIOS
w En general, para graficar una funcion polinomial f de

« grado n < 3 se necesita el calculo, o bien usar una
= herramienta graficadora.
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* OPERACIONES CON POLINOMIOS: SUMAY RESTA
~_ Sumar y restar polinomios. Para sumar o restar polinomios,

— primero quitamos los paréntesis (si los hay), agrupamos

—términos y después reducimos los terminos semejantes.
. Ejemplo.

. Sumar (4x2- 6x + 3) + (2x2+ 5x — 1).
= (4x%-6x +3) + (2x2+ 5x —1)

4x2-6Xx +3 +2x2+5x—1  Eliminar paréntesis

Ax2+ 2x2-6X + 5x +3 -1  Agrupar términos

6x2 -X +2 Reducir términos semejantes

ANIMACION
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' OPERACIONES CON POLINOMIOS: MULTIPLICACION
~ Multiplicacion de polinomios. Cada término de un polinomio

— debe multiplicarse por cada término del otro. Esto es, se
— multiplican cada termino del multiplicando por cada término
. del multiplicador, teniendo en cuenta la ley de los signos y

— exponentes. Después se reducen téerminos semejantes.

— Ejemplo: multiplicar x2—x+ 1y x2+x+ 1

(x2 —x+1) (x2+x+1)

X4_x3+x2)
X3 —x2+ X
X2— X+1

X4 + x2 +1
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' OPERACIONES CON POLINOMIOS: MULTIPLICACION
~_ Ejemplo: multiplicar x2 -4x+1 y 2x2-3

2-4x + 1
2X2—3
2X4 - 8X3+ 2x2
- 3x2 + 12X -3
2X4 - 8x3-x2 +12x -3

Ejercicios.

1. 3x2 + 6Xy - 5y?2 por X + 4y.
2. X3 +2X2-X por x2-2x+5
3.

ANIMACION
2 - 3X2+ x4 por x2—2x -1
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' OPERACIONES CON POLINOMIOS: DIVISION

— Procedimiento:

— 1.Se ordenan el dividendo y el divisor segun las potencias
 descendentes de una misma literal.

+ 2.Se busca un numero que multiplicado por el divisor sea
 Igual al primer término del dividendo, el resultado es el primer
W término del cociente, multiplicar, restar.

— 3.El residuo obtenido en 2 se toma como nuevo dividendo vy
— se repite 2. Y continuar hasta que en el dividendo no haya

— términos igual al del divisor. Ejemplo:

Ejemplo: x* —2x3 — 11x? +30x— 20 + x*+3x—2
*-2x* —11x* +30x —20 | X* +3x -2
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' OPERACIONES CON POLINOMIOS: DIVISION

" - -,
— Contlnuacmn .

/ 2x% —11x? +30x —20 \ X2 +3X —2
- X - 3x° 42X 2 _By 48

2X —8
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— TEOREMA DEL FACTOR

w Teorema del factor. Si el residuo de la divisidon de un
« polinomio P(x) entre un binomio de la forma (x - a) es 0.

= Esto es, un polinomio entero en x que se anula para X = a,
& 0 sea, sustituyendo el valor de a en el polinomio.

. Entonces se dice que x = a es una raiz o cero del
« polinomio.

Se cumple que: P(x) = (x—a).C(x)

Siendo C(x) el cociente que nos haya dado la division y (x
= —a) sera un factor de P(x).

(1100 @ | 12 |
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,',;. TEOREMA DEL FACTOR: Ejercicios

" Ejemplo. Demostrar que x — 2 es un factor del polinomio
= X3—-4x2+ 3X +2

£ (2) = (25— 4(2)2+ 3(2) + 2 =0
—4x%2 +3x+2 - x—-2

Ejemplo. Demostrar que para la funcion polinomial f(x) = x3
- 5x2 + 8x - 6, el numero complejo 1 + 1 es una de susraices.
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- TEOREMA DEL RESIDUO ORESTO

ETEOREMA DEL RESIDUO. Si un polinomio f (x) se divide
= entre un polinomio lineal x = a, el residuo r es el valor de f(x)
= en X = aesto es, f(a) = r. Es el valor del polinomio al sustituir
& |a variable x por el valor de a. Sl el binomio es de la forma (x
+ a) , sustituiremos la x por -

Calcular r cuando f(x) = 4x3- x2+ 4 se divide entre x - 2.
r=1(2) =4(2)3- (2)2+ 4 =32.
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w TEOREMA DEL RESIDUO ORESTO
Ejemplo. Dividir 3x3—2x2-18x —lentre X + 2

Segun el teorema:
3(-2)3—-2(-2)2-18(-2) - 1
-24 -8+36-1=3

3 es el residuo de ladivision

Ejemplo. Hallar el residuo de la siguiente division
X3—7x2+ 17X —6 entre X —3
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% DIVISION SINTETICA O REGLA DERUFFINI

** Division Sintetica. Se utiliza cuando se trate de dividir un
polinomio P(X) entre un binomio de la forma (x — a).

Procedimiento:

l 1.Se ordena el dividendo forma decreciente. Si es incompleto,
— poner ceros.

o 2.Se colocan en fila los coeficientes del dividendo y se coloca

— alaizquierda el valor del numero a.

=

3. Se aplicar el algoritmo correspondiente de Ruffini.

« 4.Los numeros obtenidos son los coeficientes del cociente,

= salvo el altimo que es el residuo de la division.

TE|
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IALGORITI\/IO DE LA REGLA DERUFFINI

. 1. Se colocan en la primera fila los coeficientes del dividendo.

— 2.Se escribe el coeficiente a;como primer téermino de la tercera fila
.y se multiplica por a, escribiendo el producto en la segunda fila
—— debajo de a;.

— 3.Se suma a; + a,a en la tercera fila. Se continua de esta manera

~ hasta que se usa a, como sumando.

n n-1 n—2
a, X"+a, X ta, X" T+.+a

n

a, a dy... d,_q d, 12 fila
+ + + +
ab, an;... ab,, ab,; g,

——

TE|TE[LE)-| 1@ |1
QD



- KIBO TE ENSENA -

—_ Dividir un polinomio 2x3— 6x2—4x + 12 entre X — 2

— aplicando la Regla de Ruffini
DIVISION SINTETICA

" sesuma

SR
"'se multiplica por 2

o

or lo que:
X3— 6X2—4x + 12 = (x=2) + (- 4)

N
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— Comprobar si x+3 esun factor del polinomio
= P(x) = x3+ 2x2- 6x - 9, aplicando Ruffini:
DIVISION SINTETICA

2 -9
| se suma |-—‘": ﬁ-\F ¢

9
—3 o 0 <« r
se multlpllca por

Por lo que:
x3+x2—6x—9: (X +3)
ANIMACION
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" DIVISION SINTETICA Y DIVISIONLARGA
" Dividir x3-2x2-4x+5 entrex-3

= x +x -1
3 2 1 -2 -4 5
x—3‘x—2x —4x +5 3
—(x3 —3x%) 3 3 -3
) x2’_4_x 1 1 —1 2
—(x?—3x)
— x%+5
_(_x2+3)

2

Dividir 2x3-x2-19x + 18 entrex -3

TETEE-| S 1] E 1= |- |
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* RAICES O CEROS DE POLINOMIOS
—_ Raices de un polinomio. Son los valores que lo hacen cero, es

— decir, las soluciones de la ecuacion P(x) = 0.

TEOREMA. r es raiz de P(x) si y solo si P(r) =0.

TEOREI\/IA: “Un polinomio de grado n, tiene como maximo,
n raices reales”.

— Multiplicidad o raiz multiple. r es raiz de multiplicidad m de P(X)
si existe un polinomio Q(x) con P(X) = (x-NmQ(x) y Q(r) = 0.
ejemplo:

(x-3)2(x-1)3 (x+5) = 0; 3 tiene multiplicidad 2

m§|||s|||=|||-|u ©|iE|E|1F|1 |2
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" RAICES O CEROS DE POLINOMIOS: Clasificacion

w TEOREMA. “Un numero c es una raiz de una funcion
w polinomial f si, y solo si, x - ¢ es un factor de f(x)”.

= [ Positivas
1)
— g Racionales { Cero
"
:_ (Son aquelas representadas .
w en forma de cociente) . Negativas
b Reales < ,
) Positivas
- Irracionales {
-
= (No se pueden representar i
i \. en forma de cociente) s Negatlvas
z
L
—— Complejas Delaforma z=g+bi=(

HE
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~ RAICES ENTERAS DE POLINOMIOS

~_ TEOREMA. “Si un polinomio tiene raices enteras, éstas son
** divisores del término independiente”.

= EJEMPLO: Parax*-x3-7x2+x+6 =0
= Las raices del polinomio son: -2, -1, 1y

L yaque:
o (2= (23— T(-2)2+ (-2) +6=0
T 16+8-28-2+6=0

5 (1 (1P 7(1p+ (1) +6=0
- 1+1-7-1+6=0

o (D =(1)pP-7(1)2+(1)+6=0
= 1-1-7+1+6=0

== 10

= (P =(P-702+()+6=0 o\
%81—27—63+3+6:0
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~ RAICES ENTERAS O CEROS DE POLINOMIOS
= Ejemplo. Sea P(x) = x3+ 2x2- 5x — 6.

_ Las posibles soluciones o raices enteras son: {1, -1, 2, -2, 3, -3, 6, -
6} 0 sea los divisores de 6
Apllcando el Teorema del Residuoen x3+ 2x2-5x-6=0

= P(1)=13+212-51-6=-8 > Noesraizx=1
w P(-1)=(-1)3 +2(-1)2 - 5(-1) -6 =0 > x = -1 si es raiz.
o P(Q)=23+222-52-6=0-> x= 2esotraraiz.
= P(-2) =(-2)3+ 2(-2)2-5(-2) —6 =4 - No es raiz x=-2
T— P(3) =33+ 2.32-5.3—-6 =24 - No es raiz

P(-3) = (-3)3+ 2(-3)2-5(-3) -6 =0 > x = -3 es otra raiz

Las soluciones o raicesson: x=-1,x=2y X=-3

mz||r|u
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" RAICES RACIONALESDE POLINOMIOS .
"~ TEOREMA DE GAUSS: Sea b/c una fraccion racional

— irreductible que sea raiz de la ecuacion de coeficientes enteros,

— entonces b es divisor de a, (los numeradores deben de ser
, factores de a,) y c lo es de a,. (los denominadores factores de

biis ao).

= Ejemplo: Para 2x4+ x3- 9x2- 4x + 4 = 0

é Numerador — factoresde 4 =1, 2, 4

= Denominador — factoresde 2 =1, 2
= Posibles raices: £1/2, 1, +2, +4.

TE[LE|LE
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* RAICES RACIONALES DE POLINOMIOS
— Ejemplo: Para 2x4- x3- 4x2+ 10x - 4 =0

— Numerador - factoresde 4=1.2. 4
+ +]1, +2, +4.
“_ Denominador - factores de 2 = 1, 2 & 1/2, £1, £2, +4

o f(-4) = 2(-4)4 - (-4)3- 4(-4)2+ 10(-4) — 4 = 468

= f(-2) = 2(-2)4 - (-2)3-4(-2)2+10(-2) -4 =0
— £(1/2) = 2(1/2)*- (1/2)3- 4(1/2)2+ 10(1/2) — 4 = 0

o

= 2 1 4 10 -4

= 1/2 . 5 2 2 2X2-4x+4=0
- 2 _ —
= -2 4 8 -8

= 2 -4 4 0
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~* NATURALEZA DE RAICES
~_ Teorema 1. Si un nimero complejo a+bi es una raiz de una

— ecuacion racional entera f(x) = 0, de coeficientes reales, el
T complejo conjugado, a—hi es también raiz de dicha ecuacion.
. Teorema 2. Si la ecuacion racional entera f(x) = 0 de

— coeficientes racionales tiene raiz de la forma a + A/siendo a y

— bracionales y b irragional, a — b es otra faiz de la ecuacion.

Ejemplo.
f(X) =x>-4x3 +x2- 4

©
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~ REGLA DE LOS SIGNOS DEDESCARTES
~_ Regla de los signos de Descartes. Si P(X) es un polinomio

— ordenado, con coeficientes reales y término independiente

= distinto de cero, entonces:

=~ 1.El nimero de ceros reales positivos de P(x), es igual al
& numero de variaciones de signo en P(x) 0 es menor gue ese
« NUmMero por un entero par.

= 2.El nimero de ceros reales negativos, es igual al nimero de
@ variaciones de signo en P(-x) 0 €5 menor que ese nUmero por
= Uun entero par.

TE[1E|LE|IT-
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~ REGLA DE LOS SIGNOS DE DESCARTES

2 P(X) = x4-Xx3-7x2+ X+ 6= 0
s + - - 4+ + =Dos variaciones
™" “Tiene dos o cero raices positivas”
P( X) = ( X)4—(-X)3—7(-x)2+x+6=0
+ - + + =Dos variaciones
“Tiene dos 0 cero raices negativas”

-
-

Positivas Negativas complejas
2 2 0
2 0
0 2
0 0

= e N
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' RAICES O CERQS DE POLINOMIOS
 Teorema del valor medio. Si f (x) es un polinomio con

%coeficientes reales y st f (a) y f (b) difieren en signo,
— entonces existe al menos un valor c tal que f (c) = 0 entre
L X=ayx=h.

» Ejemplo: 2x3 -x2- 6x+3 =0
?f(z)—-5 f(-1) = 6;

— existe unaraiz entre -2 y-1.
—f (0)=3; f(1)=

~ existe una raiz entre O y 1.

= f(l)—-2 f (2) =3;

- eX|ste unaraizentre 1y 2.

ANIMACION
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_—_ RAICES IRRACIONALES: METODO DEL VALORMEDIO

.~ 1)Buscamos un intervalo (a, b) tal que f(a) y f(b) tengan distinto
. signo.

— 2)Tomamos ¢, = (a + b)/2. Redefinimos b = ¢, 0 a = ¢,. Segun para
. el que se tenga distinto signo.

— 3)Tomamos ¢, = (a + b)/2. Redefinimos b = ¢, 0 a = ¢,. Segun para
—_ el que se tenga distinto signo.

= 4) Tomamos c; = (a + b)/2. Redefinimos... y asi sucesivamente.
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* METODO DEL VALOR MEDIO: Ejemplo

" Aproximar las raices del polinomio, en el intervalo (-2, 0).
M x5—6x4+9x3+10x2—36x+24=0

= f(-2) =-64; f (0) = 24, existe una raiz entre -2 y 0.

= Se toma el valor medio del intervalo (-2, 0)
w f(-1) =54; El cambio de signo se da en (-2, -1)
— Se toma el valor medio del intervalo (-2, -1)
— f(-1.5) = 32.156 EIl cambio de signo se da en (-2, -1.5)

= Se toma el valor medio del intervalo (-2, -1.5)

@ f (-1.75) = -3.2959 EIl cambio de signo se daen (-1.75, -1.5)

= Se toma el valor medio del intervalo (-1.75, -1.5)
— 1 (-1.625) = 17.119 El cambio de signo se da en (-1.75, -1.625)
= Se toma el valor medio del intervalo (-1.75, -1.625)
f (-1.6875) = 7.6387 El cambio de signo se da en (-1.75, -1.6875)

= f(-1.71875) =
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' METODO DEL VALOR MEDIO: Ejercicio
" Ejemplo: 2x3-x2-6x+3=0

— 1(-2) =-5;1(-1) = 6;

T existe unaraiz entre -2 y -1.
<« f(0)=3;f(1) =-2;

u existe unaraizentre 0y 1.
w f(1) = -2; f(2) = 3;

& existe una raiz entre 1 y 2.

s =9 | =1} 0 1 2
fx) | -3 1 | -1 | =3 1

S1ZNos contraros
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' RAICES DE POLINOMIOS: METODO DE NEWTON
_ Método de Newton.

L 1. Consiste en elegir un punto Inicial cualquiera P, como
™" aproximacion de la raiz.

~ 2. Obtener el valor de la funcion por ese punto y trazar una recta
= = tangente a la funcidn por ese punto.
'; 3. El punto de interseccion de esta recta con el eje de las abscisas (X,
O) constituye una segunda aproximacion de la raiz.
. 4. El proceso se repite n veces hasta que el punto de interseccion X,

coincide practicamente con el valor exacto de la raiz.

La raiz es el valor de x,.; cuando f(x,.;) =0,

Xpiq = Xy — ; ((x")) esto es la formula de Newton-Raphson.
Xn
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' RAICES DE POLINOMIOS: METODO DE NEWTON
" Para calcular la recta tangente se utiliza el desarrollo de Taylor de

lunafuncmnx —xg — L&)y =, —TEn)
el e nHL T e o
= Laraiz esel valorde x,,11 = x,, — }’:((x")) es la formula de Newton-

— Raphson

A
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* METODO DE NEWTON: Ejemplo
— Aproximar la raiz del polinomio 6x8-31x6+ 40x4—x2-6 que

— esta en el intervalo [0,1].

42x8—155x04+120x*—x2+6
48x7—186x°+160x3—2x

Para a = 0.5, se tiene:
Xp=0.81048 )

X,=0.70712

X;=0.70711. A “

— La funcion de iteracion f es:

Como f(0.69) ~ -0.44644 < 0 y f(0.71) ~ 0.076916 > O, el
« polinomio f debe tener unaraiz entre 0.69 y 0.71.
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—_ RAICES DE POLINOMIOS: REGLA FALSA

" 1.Consiste en considerar un intervalo (a, b) en el que se garantice
** que la funcién tiene raiz.

~ 2. Se traza una recta que une los puntos (a, f(a)), (b, f(b))
— 3. Se obtiene el punto de interseccion de esta recta con el eje de las

~ abscisas: (c, 0); se toma ¢ como aproximacion de la raiz buscada.

= 4. Se identifica luego en cual de los dos intervalos esta la raiz.

& 5.El proceso se repite n veces, hasta que el punto de interseccion c

w coincide practicamente con el valor exacto de la raiz.

o La regla falsa modificada, que reduce a la mitad el valor de la
— funcion en el punto extremo que se repita dos veces, con lo que la

— convergencia se acelera significativamente.

TE[IT
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